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DE LA PARABOLA

Teorema propuesto en la clase de Jeometria analitica de la Universidad el afio 1901
1 demostrado ese mismo afo: Si se dividen los lados AB 1 AC de un tridngulo isdsceles;
a partir del vértice 4, en 2 n partes iguales i se unen el primer punto de division de
cada uno de los lados con el peniltimo del otro lado, el segundo punto con el antepe-
nultimo etc., estas rectas son tanjentes a una pardbola inscrita en el tridngulo i que pa-
sa por los vértices 5 i C.

Demostracion 1.* (Fig. 1)Sea A B=A C=aieldngulo B A C'=80.Si el teorema
es exacto, la bisectriz A D de 0 debe ser el eje de la pardbola i D E la subnormal corres-
pondiente a 3. Siendo ahora la subnormal de una parabola igual al semipardmetro (p),
se puede determinar, de antemano, el valor de p. En efecto, serd
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Por razones de simetria resulta todavia que la cuspide de la pardbola debe encon-
trarse en el punto O de encuentro de la mediana con la bisectriz de 6.

Establecemos, en seguida, un sistema oblicuo de ejes coordenados, formados por los
lados del dngulo 6 i hacemos @=2 n . La ecnacion de la recta que une el punto de
division (¢) sobre A X con el punto de division (2 n—gq) sobre 4 Y, es

Ly
ga’  (Rn—gq)a

(2) 0 sei Ra-—paetqy=q(En—q)ad

Si pasamos, ahora, de este sistema oblicuo a otro rectangular de las (3, ») del orijen

01 cuyo eje de las  coincide con la bisectriz de , notamos que las coordenadas de O en
el sistema primitivo son
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de modo que las sustituciones correspondientes a la trasformacion de coordenadas son

_nda  ,sen(f—a) sen (0—p3)
T=yt  en g " sen @
n a' sen a sen 3

y =73 +t sen 0 T enf
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sustituciones en las cuales « i 3 significan los dngulos que los ejes de las 51 de las y for-

man con el eje de las =
Siendo ahora

a= 2 ig=0004 I
resulta
\ 2 cos — 2 sen
(3) n o £ n
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Introduciendo (3) en (2), resulta, despues de algunas trasformaciones,

@ JAE BN et

cos s sen ——
R 2

como ecuacion de la recta que unc los puntos (¢) sobre A €1 (2 n—q) sobre 4 73 en-
tre si.

Si podemos ahora demostrar que la recta (4) es tanjente a la pardbola cuyo pard.-
metro hemos fijado de antemano, hemos demostrado el teorema, en atencion a los va-
lores de g que varian entre o i n.

Para este fin, comparamos la recta (4) con una tanjente a la pardbola 2 =2 p& en el
punto (§',5’), o sea que damos a la ecuacion (4) la forma de la ecuacion de la tanjente

(o) ny'=pE+Y),

a saber
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Para comparar (6) con (5) serd preciso multiplicar los dos miembros de (6) por un
factor indeterminado A.

Obtenemos:

0 a'\n—q)? cos %
2=A(n—gq),p=A 'rtij&,c,= ——

La consideracion del punto (¥, 5") como punto de la pardbola

(") n?*=2pf

nos permite determinar el valor de A.

Resulta
A=2da" t —% cos —-g—=2 a’ sen %
1 . 0 0
uego p=a i 5 sen —

que es, en verdad, el mismo valor de p encontrado en (1).

Por lo tanto, las rectas de que se trata son todas tanjentes a la pardbola (7) i los
puntos de tanjencia tienen las coordenadas

=1

F=a(n—q)* cos—% a(n—q)sen

2 n? = n

2

siendo ¢ un nimero entero que cumple con 0% g & n.

Demostracion 2+ (Fig. 2). En vista de que tres rectas cualesquiera que se cortan en
3 puntos pueden considerarse como tanjentes a infinitas pardbolas de eje comun, trazamos
tres rectas consecutivas, de (g—1)a Rn—q+1),de (¢ja Rn—q)ide(g+1)a(2n—gq
— 1) que se cortan en los puntos 7, @, F. La paralela trazada por F a A I) corta la G H
en el punto de tanjencia M que es el punto medio de /7 G. Nos proponemos, por eso, de
terminar el lugar jeométrico del punto M en caso de que g varia. i

Consideremos, primero, dos rectas cualesquiera que corresponden a ¢ i a s; las ecua-
ciones de tales rectas son en virtud de (2),

(En—q)z+qy=q (Zn—-q)u’
(2n—s) x4+ sy=s(n-—2s)

Determinemos, en segnida, su punto de encuentro i hacemos sucesivamamente
s=q—1is=q+1.
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Despues de algunas trasformaciones resulta

_gsad _(2n—q) Bn-s)d’,
- 2n y= 2n ]

s=q—1 nos da el punto H, de suerte que

_q(g=Nda (Rn—q) Rn— q+l)=c
= » Yu= 2n

8§=q+ 1 nos da el punto G; de aqui que

_qg+Da (2n—q) (Rn— q-—l)a
=gg o Yes on

Si designamos las coordenadas del punto medio M de H G por (x, y), resulta

_Zctan _ao'q? Yyot+yu _a'(@n— q)'

2 YT T

Eliminando, en fin, a ¢, obtenemos la ecuacion del lugar jeométrico del [;unt.o M

con respecto al sistema oblicuo formado por los lados del 4ngulo 6.
A saber

. 2nx . Zny
Bl =700 P 2= :
q*= o 14 dnqg+4dn o
da
c—y+2na
1 2a
luego
fe—y+2na 2nw
2a a'
o bien
(8) (=y+a)=4ax

que es la ecuacion de una pardbola.

Trasformemos todavia (8) por medio de (3), i resulta, despues de algunas trasfor-

maciones,

n=2atj ise: -gﬂ ¢
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De aqui que el semipardmetro de la pardbola resultante es

p=atj B e
2 2

como mas arriba,

Demostracion. 3* (Fig. 1). Sean 4,, A, etc. los puntos de division del lado 4 B i
P,, P,etc. los puntos de tanjencia correspondientes a las rectas que parten de A,,4,
ete. Si estas rectas A, P,, 4, P,, etc. son tanjentes a una pardbola inscrita en el A
A B Ci que pasa por B i C, hemos visto que la ecuacion de la curva con respecto al
sistema rectangular de las §, 4, debe ser

n=2p¢
(9)~ . 0 0
i p=aly 5 sen 5
Nos proponemos, por eso, demostrar que las coordenadas de los puntos P, P, ete.
satisfacen a las ecuaciones (9), calculando estas coordenadas en atencion a un teorema
conocido que relaciona las coordenadas del punto de encuentro de dos tanjentes a una
parabola con las coordenadas respectivas de los puntos de la tanjencia. En virtud de este
teorema, tenemos

(10) f.;q =\/EB- €p,, Ma= %HL

-

Ahora bien, se tiene

fa=—na' cos—g— ;A =—(n—D ¢ cos-g; ete.
(i1) ) Eag =—(n—q) o’ cos g
' Pogee ¥
na=0;na, =0 sen—-; etc.
¢ -
\12) Haq =q Sen? .
Introduciendo (11) 1 (12) en (10), resulta
' o e
—(n—q) a cos- = [n o cosﬁg-. &pq
[} r 9
2 n a sen D) + npq

g ¢ sen
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(n=—gq)*a cosg- @ (n—q)?* cos %—
Ty T e

(13) ”

: a (n—q) sen 5

n

npg=—2 (n—q) a’ sen- = —
i fdcilmente se verifica que

2t r . 0
gt =2 p pg 1 p=a !J? sen -

Por razones de simetria es, ademas, claro que tambien las rectas que parten de los
puntos de division de 4 C son tanjentes a la pardbola (9) lo que concluye la demostracion.
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