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(Trabajo leido eu el I"Btituta th ]'lIgmiMOl de Chik. el Marte8 ( de Agosw de 1917).

(C'ontinuaci6n)

De las del grupo (C) sacamos:

(F) 1
tun (c - uo) = tan XI seeloo+ yl

... ....

tan" = cos lu - ao) tan lOu + Y)
= g cos Y sec (dn + y)

Ahora vamos a demostrar que

/
1 1 + �•. Ben y

En eleeto, subatituyendo resulta:

1 1 + tall2 Y • sen y = tan y

,----�------�-

11 sell 2 y + t'Ot,:1 y
-----�-------. sen y = tan ycos2 s

1 �l . Ben y = tan y
� COb2 Y

sen v
__

• =ta11 y
COB Y
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V"mOB a domostrar tarnbien que

Ell eteeto, substltuyeudo tenemos:

,.
II T t,,, 2 Y . cos y =

1. S(;.'1I2 �. +- COF-2

Y COS2 y.

1/---- . cos y
COt; � Y

= I
____ .cosy
cos Y

Del mismo modo.

1 I + t' + �, . sen XI = �

�:u efecto, substituyendo teuernos:

11 1 + tun � x + tall "! y . sen XI (all X

de donde

, I

l' --- + Ian 't x . sen Xl
COR � Y

tan x

1 + (all 2 x ('OS <;! Y . Bell Xl

cos y

tan x

II I + tun 2 X cos 2 Y . sen XI = tan x cos y

Pero, segun las formulas del gntpO (E),

tan x cos y = tall xi

tan 2 x COS 2 Y = tan s XJ

y
• COS Y

1
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Entonees

V 1 + Ian' x cos' y . sen X, = Ian x cos y

se COilvierte en

V I + tall • xi . sell X, = tan X,

1/ 1
. sen xr = tan xrV COB':!! xr

sen Xl

COB Xl
= tan X,

Del mismo modo

V I + f' + �•. cos X, = V 1 + �.

Ell etecto, substituyendo tenernos:

l' 1 + tan' X + tans y . eoa X, = l' I + Ian" y

• V 1
-t tan! x . cos X, - V__l_-cos. y

-

cos' y

11 I + lao" X cos' y
cosy

1
. cos X, = cos y

1,/ I + lao' Xl • cos Xl = --- . cos y
V COs y

v I
• COB Xl � ]

C'OS2 Xl

417
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cos xi

COS Xl
= I

1 = 1

En resumen, se tendran las slgutentea expresiones:

"Ii I + �t Ben y = �

i 1 + �2 • COB Y =

11 I + �, + � . sen xr - E

Ahora, aubstituyendo estos ultimos valores en los de las formulas del grupo

{CI, despuee de haeer el desarrollo de sen (0" + �., y de cos "0 + y I, se tendra:

Ben 0 = sen 00 COB Y cos Xl + Cos lio sen y cos Xl

sen a= sena" . l'�

de donde

Del mismo modo

cos "sen (a-a,,) = �
l'T+ <' +,f--

de donde

1/1+<'.'-1 ,- , ( ).• 11- • cos u Ben a - - a" ="
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Tambien tenemos:

111 + �.

1 �cos 0 COS{a -a..) = -'--

.,

co. 0.. cos y - sen .10 sen y

l/l + �2 +
-,

de donde

sen 00 �'I====�=-}r 1 +1j2

I' 1 + <' + I' . cos 0 cos (a- ao) = cos 00 - � sen 0"

En resumen, las formulas del grupo (C) se convierten en estas otras:

,Hl {
1 1 + t' + �2 sen 0 = sen 0.. + � cos J"

1 1 + f' + �2 cos 0 sen {a - a,,"! = g

I'l + t' + �. COB 0 COB (a - ao) = COB "0 - � Ben 0"

Dividiendo la �p�unda pe estas eeuaciones por la tercera obtenemos:
-

g
(H) ..... tan (a - ao"! = --�.�----=--.COl:' OU

- '1 Ben (JO

=
g sec 0,

1 - '1 tall 00

Ele vando al cuadrado las dOB tiltimas ecuaciones del grupo (G) Y sumando­
las miembro II miembro se tendrs:

{I + f' + �2 I cos' 0: sell' (a - u .. ) + cos' (a - ao) r = t- + (cos o,,-� Ben 00 2

de donde

(I) ...i 1 + g 2 + �2 . co. 0 = 11 g2 + (cos 0" - � Ben 0" 2

Ahora, multiplicando la primera ecuacion del grupo (G) por COB 0.. , la eeua­

cion II) por sen 00 y restandolas miembro II miembro, result":
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VI + � +�, (sen 0 cos a.-cos ° sen &n)= cos &. (sen &. + �cos 0,,)-

=-aen o. V� + (cos s; - � sen On)'

de donde

(J) 111+� +�, . sen(& -&.1 =CO.O,(S6nO,+ � cos�e.\-sen 0, vt' + (COSOo-�3eJlOu)'
•

Pero

Ahora, sumando y restando sen' 00 a lOB terminos subradieal del segundo
miembro de esta ecuacion, BO tendril;

1 f!. + {COS 80 - '1 sen O!.I:! = 11 f2 + cos:! do + sen! 00 - sell! 00 -

- 2' '1 8CII 00 COB ';0 + '1� sen'!. 00

1 � + (COB O. - � sen .0)" = l/� + COS' &. + sen' o. (I + �') -

-sen! 00 - � '1 sen 00 COB 00

Vf' + \COS o. - � aeu &0)2 = lit" + cos' &. +�l - cos' &u) (I + �2) -seu2 0...-

-2 � sen o. cos o.

Vt' + (cosliu - n sen &.)' = ft' + co.' Ii. + I + q' - cos' &. - �. cos2 Ii. _.

- Beu' Ii. - 2 q sen Ii. cos Ii.

o bien

Vt' + (COB Ii. _ � sen &.). = VI + � + �2 _ sen' o. - 2 q Ben &. COB &. -

-,,2 cos! 00

De donde

i� + (COB &. - � sen liu)" = VI + t- +�. - (seu Ii. + q cos Ii.)'
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Entonces la eeuacion (J) se convlcrte en

VI + t! + ns sen (0 - 00) = cos 00 (sen 0" + � cos 00)-

- sen 00 V'�I-+��t'�+��-,'--�(s-e-n-0�-o�+-9-C-O-S-0�u)!
de dqnde

sen (0 - 0,,) = COB 0" (sen 0" + 9 Cos 00) (l + t' + 92,1 -!

-! !
-sen 00 (I + to + 9') .: 1 + t' + 9' -- (sen 0" + 9COSO,,)2 �

En resumen, se tiene el siguiente importante grupo de ecuaciones, que de

terrninan las co ordenadae eeuatoriales fa, ,1) de las estrellas en terminos de t Y 9

tan la - au) t spo ,1,

I - 11 tuu flo

(3)
•

sen ,1 R" = cos 00 (sell ,;" + 9 cos ,10) II + t' + 92 )

-! I
-sen Ro (I + (. + 9') -.: I + [' + 92 - (sell Jo + 9 cos R,,)2 ).

Pero estas ultimas formulas no son comodas para el calculo de las coorde­

nadas esterteae. Por esta razon se desarrollan en serie, sel(un las potencias de t, 9.
Abora, el analisia trigonometrico "OS ensena que el desarrollo en aerie de In

'undoll circular ;nf)ers" arc tan x ..s: l*)

(0) La teoria elemental de las "...doneR ;n",r.a8 es la que sigue:
Sea C Del radio trigononuitrico y n Del arco que mide el angulo BCD; ba.

jemos A D perpendicular a C D (Fig. 4)

A

c
D

Fig. 4

.. AD = tan B D
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arc tan x = x -

x3 X\ X 7

-+----+
a f> 7

Luego, aplicando as te desarrollo ell aerie a la primera formula del grupo (�),
ee tiene:

(a - all)
1 fs sec' d"

+ .....
a I I - � tan 4" •1 'I tan do

o

-[ - 3
�a - a,,1 cos J" = t (I - n Ian do) - t t, see' Jo (I - '1 tall 4,,)

(a - a,,) cos Jo = t + g'1 tan do + e q' lall' J. - ! t: s sec' 00

( a - ao) cos 00 = � + f q tan 00 sen l
"

+ e q' tall' do sell' I" -

de donde

(a - ,,,I = t sec 0, + t'1 sec 00 tau d, sen l" + f'1' sec 0, tall' d. sen' I" -

�C-d 3' '1"-35' sec 00 sen .....

EI desarrollo de la 2." f6rmllia de las del grupo (3) es algo mas complicado
y tenemos necesariamente que haeer varlos deaarrolios parciales,

Se denota, en esta expresion, que B 0 es el arco cuya tangente es A. D, es­

eribiendo
B D = arc Ian AD,

10 que se lee

B J) es igual al arco cuy" tangent. e. A n

Sea, en general, x la tangente del areo y,

x = tan y , .. y = arc tan x

La segunda expresion es la (uncion circular i....r.a d. fa primera, y esta es

1a (uneilln circular directa.
EI slmbolo arc Ian x designa simplemente un arCO 0 u" d..guio y se lee el ar­

co cuya tangenle es x,
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Repitamos primeramente esa formula:

sen Iii - 00) = cos 00 (sen 00 + � cos 8,,1 II ... f' + �2 I

1

•

Pero, segun el desarrollo en aerie de las funciones inversaa. sabernos que:

arc sen x � x +_1_6

Entonces

(& - 00 = arc sen .: cos 80) �

( &-ou) = .: COB fll ..... c + !-: cos ttl� ... • •• I ••• �3 +

Y, desarrollando el primer termino entre corchetes, tendremos:

1
o -80 = cos2 80 (tan 0" + �) (1 -

� f2
1

-2- � )-

1
-

-2- COS2 00 (tan �o +�)2 +

Ahora bien, reemplazando cos' 80 por 1 - sen2 80, S6 tendra esta otra ex­

presion.

Ii - 0,) =(tan 00 + �, (1 - � [2 - + �2 ) - sen2 lio (tan lio + �)

(1 - -� f2- � �2 ... i-

- sen 00+ -}- sen 00 cos2 lio (tan lio + �)2 (1-+ (2_+ �2 .. )

1
.

... ) +-6- � COb2 lio ... �3
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Y por medio de otras seneillas reducciones Be tendra aueesivamente:

8 -- 80 = (tall 00 + �) (I - , f' - 1 �2 .....)-

-Ben 00 -- (1 - � f- _. ! �. ) (tall 80' + �) Ben 80 .;

.; sen 80 - 1 cos' 00 (tan 00 + �) ! + t { cos' 00 ..... :.3

8 - 0" = � - , f' ta.: 00 - ! � - , f- � + tan 00 - i �, tan 80 -

Prosiguiendo el desarrollo, se llegara pOI' fin II la formula.

0-00 = � _. i f- tan 0" - t f- � Bec' d.. - f � .....

o bien

o - 80 = '1 - i f� tan J I sell I" - i �! '1 sec! 00 sen! 1" - k "s 8en� 1".

En resumen, Be obtienen las Biguientea importantes formulas:

a - an = f sec 8 + f � sec 00 tan 0.. Ben 1" + f�' see 00 tan' 0, Bell' I" -

(-! f3 secs.1o scn' I"

\
(4)

8 - 00 = � - i f' tan 0" Ben I" -. f2 � sec' 00 Ben' 1" - k �3 sell' I"

en las que f,�. (a - ao, (0 -0",1 ..... estan expresadas en segundos de areo.

Luego, si se las quiere tener en partes de red, las eseribirlamos asi:

a - ao = f sec 0 + 300 f � Bee 00 tan 80 sen 1" + 3()()' f�' sec 00 tan' 0" sen' 1"-

3()()'
'" .' • I"- -�

�- sec co Ben�
3

(4 bis)

" 00 = � - j 300 ta tun Go sen 1"- t 30(,. f2 �see' 00 sell' 1" - � 3,,(J' � Ben'I'

Calculados los coeflcientes de estas aeries para - 170 resulta:

-7 -8 -8
- ao = ( sec 0 - 4GbO X 10 ( � + 21 X 10 ( �, !SI X 10 fl

-7 -8' -R
8- 80 = � + 2223 X 10 ta-116 XIO ta �-7IXIO �
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Estas ultimas formulas son las que en definitiva sirven para calcular las

coordenadas eetertcas de las estrellaa, cuando se conocen sus coordenadas rectili­

neas corregidas.
Para la zona en comendada al Obaervatorio de Santiago, basta Iimitar estas

series a los terminos de tercer grado, que son mui pequenos,
Elias permiten calcular las posiciones de las estrellas, en la esfera celeste,

con un grado de aproximaelon notable, como 10 demostraremos mas adelante,

Estas series nos ofrecen tarnbien la ventaja de que todos sus terminos p..e­

de...er iabulados 0 p..eden ser eolculado« por medio de dbacoR, quedando el ca.l­
culo reducido, en tales casos, a una simple suma algebraiea de los valores tabula­

dos 0 de los valores obtenidos por medio de los abacos.

La construccion de esas tables y de esoa abacoa no ofrece ninguna difi­

cuI tad.

Sobre esto creo innecesario explayarme mas, especialmente aqui, en el seno

de este Institute, cuyos ilustradoa miembros conocen perfectamente todos los pro­
cedimien to. del calculo graflco.

En todo caso, la excelente obra del ingeniero frances M_ D'Oeagne, intitula­
da Calcui nraphique et Nomographie, puede sacar de apuros al menos versado ell

la construccion de abacos.

Las formulas del grupo (2) pueden tarnbien ser calculadas por medio de los

abacoB de cu,."as aeotadas 0 por medio de los lIamados de punto« alineados,

La eleccion de unos u otros queda a voluntad de los calculadores.

APLICACl6N DE LAS F611MULAS A LA PLACA N_o D DE LA ZONA -17.0

Los cuadros A y B, que se agregan al final de este trabajo, contienen todas

las coordenadas rectilineas medidas de las estrellas de la placa num. 5, tanto en

segundos de arco como en cuadros y fracciones de los cuadros de la red.

Ademas, el cuadro A contiene las coordenadas ecuatoriales de las estrellas

de referencia para el equinocio de 1900, tomadas del Cattilogo de WaRhington, y
en el cuadro B se registran las coordenadas rectilineas corregtcas de todas las es­

trellas de la placa, segun los valores obtenidos por las formulas del grupo (2),
En consecuencia, esos cuadros contienen todos los elementos necesarios para

el ealculo de las eoo rdenadas esfericas de las estrellas de la placa num. D, cuyo
centro, referido al equinoccio de 190<), corresponde a 0 h 36 m de ascension recta

y 170 de deellnacion austral.

Nuestras estreltas de refereneia han sido tomadas de las zonas del Catdlogo
de Washington, poria muy sencilla razon de baber sido ya utilizadas esas mismaa

estrellas por otros observatorios que se ocupan en la eonteccion del Catalogo Foto­

grdfico del Cielo, y entre los euales JUBtO es mencionar al observatorio mexieano

de Tac ubaya, que es el observatorio americano quo tiene mas adelantado su

trabajo.
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EI error de una obaervacion de las estrellas del Crr.talogo d. Washington, en
las zonas de-14° a-18°, es:

±0s,07f> 11 ±O".80

y, como el numero medio de observacionee de cada estrella ee de 21/4, reeulta

que el error medio de una posicion del catalogo ee:

± 0,.07:> -±os,o[Jo
.; :!,2[>

o en partes de red, teniendo presente que ±l)o,i);;0=±0",7[>,l'eeulta:

±(l",7f>_±O (M)2[>
gOO"

, Y ± 1)"f>�=±U,UU18
30u"

Aei, pues, las poeieiones de nuestras estrellae de r<:fel'encia ofrecen toda

claee de garanuas para el ealculo de las constantea de nuestras placas fogl'&'
ficae.

Dicho eeto, entremos de lleno al calculo de la placa num, fl. en la zona ··17°,
con el auxilio de las formulae que ya conocemos.

PlileR n.o 5

CAWULO DE LAS UOORUENADAS REUTILiNEAS IIJEALES DE LAS E8TRKLLAS

DE KEFERENC.A

Se han elegido como estrellas de referenda las cuatro estrellas que se regis­
tran en Ios cuadro A y B,bajo los numeros 6,10, IUIi Y 136, porque, Begun nuestro

criterio, ellae ocupan en la placa fotogratlca una posicion que sarislace 10 mejor
poaible a la del esquema de la figura 2.

p,lrmu/a.
cos a sen \a-ao)

Postcton \ao= ()h 30m = 90
del

centro de In plncu/ao = - 170 fell a cos 00 - sen 00 ('oe a cos (a -ao)
sello senao + cos d coe 00 cos (a -ao)

sell a senao + coe a co.ao cos (a -ao)
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