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Cileculo de sistemas hiperes-
taticos con el teorema de los
trabajos virtuales

Traduceién de Yago Rovano A.

{Conclusion)

B)—SOLIDOS SOMETIDOS A TRACCION O COMPRESICN, FLEXION
Y ESFUERZOS DE CORTE. SISTEMAS COMBINADOS

§ 1. VIGAS ESTATICAMENTE INDETERMINADAS, [DETERMINACION DE LAS SOLICITACIONES
INCOGNITAS

27. Imaginemos un sblido elastico isétropo de forma de viga prismatica, solici-
tado por fuerzas externas situadas en un mismo planc que pasa por el eje geométrico.
En una seccién transversal cualquiera, para la cual la solicitacién exterior resulte
de un esfuerzo normal baricéntrico N, de un momento de flexién M y de un esfuerzo
de corte T, el elemento dF a la distancia v del eje de flexién {gje baricéntrico paralelo
al eje neutro) soporta una tensién normal unitaria ¢ ¥ una tension tangencial unita~
ria r, las cuales, si no se sobrepasa el Hmite de elasticidad, quedan expresadas como
es sabido, por

N My TMr

28) o= o TMr

Como ya lo ohservamos, estas expresiones se aceptan en la practica también
euando el eje geométrico del s6lido es ligeramente curvilineo, o sea tal que el radio
de curvarura en cada uno de sus puntos sea muy grande respecto a la dimension
transversal radial del sdlide
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A consecuencia de una deformacién virtual cualquiera, siempre que sea peque-
fifsima y compatible con las ligazones del sistema, el elemento ds de fibra que tiene
dF como seccién transversal, sufre una dilatacién longitudinal y una contraccifn
transversal expresadas por eds y yd s, respectivamente, si € representa la dilatacién
unitaria y « la contraccién unitaria; de manera que el trabajo virtual de las tensiones
internas correspondientes a tales deformaciones, y despreciando las deformaciones de
la seccién transversal, quedard expresado por

f{adF.eds) -E-_].(de- yds)
o también por

_,"asdt)+_‘/-’r?dv

siendo d F. d s=d v=volumen del elemento de fibra.

Indicando ahora con P una eualquiera de las cargas solicitantes dei sélido, con C
una reaccién de apoyo cualquiera, con § el desplazamiento del punto de aplicacion
de P en direccién de P, con A ¢ el del punto de aplicacién de C en direccion de C, des-
plazamientos que corresponden a los interiores €d s, ¥ ds ¥ suponiendo el equilibrio
entre las fuerzas interiores y las exteriores, el teorema de los trabajos virtuales nos da

(29 EP8+2CAc=faedv+ [rydo
siernpre que €] peso propio del sélido se considere entre las cargas.

28. Como lo hemos dicho, ésta ecuacion vale no sdlo cuando se introducen para
8. Ac. g, ¥ los desplazamientes correspondientes a la condicién de carga efectiva,
sino también cuando esos simbolos representan desplazamientos cualquiera, siempre
que sean posibles y pequefifsimos, y por consiguiente la ecuacién subsiste todavia si
las fuerzas se reemplazan por los valores correspondientes a una condicién dada de
carga que indicarermos con el indice a y a los desplazamientos se atribuyen los valores
“correspondientes a otra condicién de carga que indicaremos con el indice &; y entorn-
ces reemplazando en [a (29) € y 4 por sus expresiones

g T
£=E+a£ LS

J

aquella puede escribirse

.

b

"y R
{30) EPaép+E2CaAcp = 1 ?;a a’v—i—fic.?“dtwir’ atoag dv
H J
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Reemplacemos ahora ¢ y 7 por las expresiones dadas por (28) y observemos que

’ a3 o ; NaNpdsfdF "'M..,Mbm;‘yzaf?
—— T d!} — J + +

E E F>
. /?(NaMP-i_—__NbPVfaw)_f:sJ"lJ‘dF: ’ NaNbds [MaMb ds
EFJ |
!“ TaTh gy e f‘ TaTll ( M ]Z(jv\‘dFm
NI B Z
I ( M.f ]
,., /‘_TEIE’ . _--M,,Zj : _d_r_ ds = [ x}iTP d
“I'FG F o FG
Y que

3 "N Ma »
‘,‘ u.[dadv:‘/j[*’[;i“‘{- ; )atdsdf;

en fa que ¢ representa el nimero de grados en que varia la temperatura en el elemento
dF. Suponiendo ahora que t sea constante para todes los puntos de una misma cuer-
da paralela al eje neutro, ¥ que varie linealmente con y, de tal manera que indicando
con h la altura de la seccitn, con to el valor de t para la cuerda baricéntrica y con

y
At=tei; la diferencia de los valores de t se puede escribir t=to-FA 7, se tiene

h
”'{N M), ( PR Py ,” No ds "' gy Ma
ia F J 7 to+ { h ;‘5(.3{ _'_, alo a 6+-’ all 5 dy
Después de lo cual la (30) podra escribirse
o "Na Nb d s / Ma Mp
> P = [ R iy
supdﬁb—f-}.c,ﬂﬂcb kl EF EJ {‘,\+

(31)

' Ta Tn ' o M.
L+ X—Cf;" ds 4 IatoNau‘,a--f— ad i ds
’ g h

Se llega més directamente a la misma ecuacién expresando el segundo miembro en
funcién del trabajo virtual efectuado por las solicitaciones correspondientes a la sec-
cidn corriente del sélido. Y en efecto, podemos escribir

(32} ZPa b +2CaA mfNa-Adsb+j'Ma-Acz"¢b +fTa-.§d.sb

en la cual los desplazamientos, que podemos imaginar debidos a otra condicion de
carga de indice b y a una variacion de temperatura, tiene por expresién
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Np .
Adsp = TE ds+aisds
Ad;:h: }\/Ib é+aA_tu.M
o E_] h
Edsp = X T-- -d s
) GF

y por consiguiente la (32} coincide con la (31).

La mayoria de las veces en [as aplicaciones se considera ¢ constante para todos los
puntos de la seccién; se anula entonces la Gltima integral de la (31). ¥ en la pendl-
tima se reemplazara to por t. En las fdrmulas que siguen haremos esta hipdtesis
simplificativa,

29. Las solicitaciones N, M, T vy las reacciones C de apoyo correspondientes a la
condicién de carga efectiva son f{unciones lineales de las fuerzas externas; por consi-
guiente, st el sélido es estaticamente indeterminado por la presencia de las solicita~
ciones X', X', X" | estaticamente indeterminadas, podra escribirse siempre:

C=Co +CX +C" X4 C"X" + ..
1:\'=:_\]D 4K N X NTX
3NI=NEU + rJ /l_!_N” X.’J +l If” XI!I+ L
T eaTe +TX T X+ TX"

(33)

en las cuales

Co, No, Mo, To son funciones lineales de las cargas P y represenitan las reaccio-
nes de apoyo, los esfuerzos normales, los momentos de flexion v los esfuerzos de corte
para la viga esgdticamente determinada en que se transforam el sélido dado, cuando
se suprimen todas las cantidades X ;

(" ‘H Cnf o Nr‘ NJI‘ NNI‘” : N!’, MH‘ I\r'f’”, 77:"17‘ "i"u? '[‘rlf}u .

representan ciertos coeficientes independientes de las cargas P y de las cantidades X
y precisamente C/, N/, M’, T’ son las reacciones de apoyo, los esfuerzos normales,
los momentos de flexion, los esfuerzos de corte producidos por la solicitacién X'=1,
suponiendo al mismo tiempo eliminadas todas las cargas y las otras X; C", N”,
M", T", representan las mismas cantidades para la solicitacién X" =1, etc.

Escribamos ahora la ecuacién de los trabajos virtuales correspondiente a la
solicitacién X' =1 y a los desplazamientos reales, o sea los producidos por la condicién
de carga efectiva; bastara hacer en Ia (31)

P, =0,Ca=C', Na=N My=M Tg=T
Acp =Ac, N].;.=1\‘, Mp=M To=T

y entonces chiservando que el trabajo T C A ¢ produgido por las reacciones de 2povo
puede ponerse también bajo la forme



ZCAc=2CAc+X'ZCAc+X"2C A+ . ..
o0 también

Lowleg + X+ L X7 .

aguella ecuacién nos da

Lo NN MM T ’ -
- ’ EF ""‘+_, O ’ GE "“‘+_, alNTde
(34) andlogamente para la solicitacion X” = | se tiene

ier [i N N Mﬂ 1\4 [ T” T ’ N?

1 #.’ EF d"s-!-’ O —ds+ | atN"ds

en las cuales L', L”,. .. representan los rrabajos virtuales producidos por las reaccic
nes de apoyo carrespondientes a las solicitaciones X/ =1, X"=1,.. . Estas ecuaciones
que contienen implicitamente en N, M y T las incdgnitas X en primer grado, y cuy
nimero es exactamente igual al de las X, sirven para determinar estas cantidade
estaticamente indeterminadas.

Observando que

N = ﬂk N = 0 I\
: ax ax” !
I e 61\/1 . \/1” = i& -
ax’ ax”
Lt ot
dX ax”
L/ = _a__L . 7 = ﬁ(‘,’ L \
ax' axX”

las ecuaciones de condicion que determinan las incognitas X pueden agruparse tam

bién en la ecuacién

aL i N aN

(35)

aX T JEF  ax

MM ;'x__T_.aTdH
ey ax GF aX
aN

Iﬁdr

que podia haberse obtenido directamente de la ecuacién de los trabajos, tomando It
derivada parcial respecto a X en la cual se reemplazara X por X', X .. sucesiva

mente (1)

(l) Para las vigas de enrejado maltiple de altura constante, o sea formadas por dos cabeza:
paralelas unidas por un enrejado miltiple se puede admitir, sin grave error, que la cabeza resiste a
esfuerzo normal N y al momento de flexion M, v que el enrgjado resiste al esfuerzo de corte T. Er



56 Anales del Instituto de Ingenieros de Chile

Si ponemos

G6) : [N’d.s Mids [ Tids
-=17EF T]2E] +J X 2GT

v si l.=0y t=0, la (35) se convierte en

aL o
ax

tal caso habra que reemplazar en la (35) F v J de las dos primeras integrales por el area y el momento
de inercia respecto al eje de flexion de la seccidn de las dus cabezas de la viga; veamos shora cdmo
se calcula la tercera integral.

Supongamos que ef enrejado sea simétrico y que las barras formen con la normal a las cabezas
¢l angulo &; llamemos D ¢l esfuerzo en una barra. 0 su seccitn recta, hg la altura tedrica de la viga.
El trabajo de deformacién correspondiente a una sola barra queda expresado evidenternente por

3 ——

cos a

2B

y por fo tanto, como entran dos barras en un trozo de viza de longitud igual 2 una diagonal de malla
2h

paralela a ias cabezas, o sea de longitud -—- -tg & (siendo n el ndmero caracteristico del enrejado mal-
n

tiple, o sea el niimero de partes en que queda dividida una barra de un sistema por las barras del
otro sisterna), el trabajo elemental de deformacién producido por el esfuerzo de corte guedard ex-

presado por
h
¥
cos & da
2Ewm 2h
So-tga
n
o sea por
nlD?ds )
ZEwsena
pero
T
D=————
neos @

por consiguiente, ese trabajo clemental de deformacidn queda expresade también por

! T*ds

Tnsndcwia 1E®
vy si @=45° por
n Ewo

Por consiguiente, en {a tercera integral de la (35) hay que introducir la derivada de esta ex-
presién respecto a X, )



Célculo de sistemas hiperestiticos 57

pero L representa notoriamente el trabajo de deformacién del sélido cuando las fuer-
zas externas que actilan sobre é] crecen gradualmente de intensidad desde el valor
cero hasta el valor final; resulta entonces esta otra manera de determinar las incog-
nitas X, de acuerdo con el teorema del trabajo minime: Se expresa el trabajo de de-
formacidn del sdlido en funcién de las fuerzas externas y de las X y se igualan a cero
tas derivadas parciales respecto a X.

30. EyempLo 1.—Una viga inclinada AB (fig. 17) rigidamente empotrada en B, articulada en
A con rétula fija estd cargada con una carga vertical Q uniformemente repartida sobre toda su lon-
gitud {; se piden las componentes X', X" normal y axial, respectivamente, de la reaccitn de la rotula,
independientemente de una variacion de temperatura.

Fig. 17

Para una seccién transversal cualquiera a la distancia x de la r6tula se tiene, designando con Q¥
y Q" respectivamente, las componentes normal y axial de la carga total Q-

QM Qf x* QF
No =77+ Mo==7 g Tem—ps
N =0 M ==x T =1
M* = — | MY =0 ™ =0
Luego:
N=$x—X”
Q@ & ,
M=— 2 +X'x
T =-——%ﬁt+X’

Con estos valores las (34) se convierten en {suponiendo ademds la viga isbtropa y de seccibn
constante):

{ ! ad ! ’
O= (X'Jc Qx)xdx+5p‘x (X'——g—x)dx
o 21 ki 0 {

Qe
Osf'k%*a--X')dr.




58 Anales del Instituto de Ingenieros de Chile

de las cuales se obtiene:

xlf — -

31. Egempro [, —Viga horizontal empotrada en un extremo v apoyada en el otro. Delermina-
cidn de la reaccién de apoyo.—Una viga horizontal de longitud { esté solicitada por una carga u:nifor-
memente repartida p por metro corrido y se apoya hprizontalmente en el extremo A y estd empotra-
da en el extremo B ; se pide la reaccién X del apoyo A, Aungue esta rezccién no difiere del valor de
X’ del ejemplo precedente, coincidiendo este problema con el otre cuando se supone Q" =0, guere-
mos tratar este ejercicio presentandolo como aplicacion del teorema del trabajo minimo, admitien-
do como en el otro ejemplo, que la variacisn de temperatura sea O y que los desplazemientos de los
apoyos sean igualmente nulos, y por lo tanto L=0. Reemplazando ds por dx y observando que en
este caso H=0, la (35) se convierte en:

o) o [IM oM /‘fx T T
=’OEJ ax #T| YGF ax ¥

v

llamando x Ia distancia horizontal de una seccidn cualquiera al extremo A, sc tiehe

p x*
T=X—px M=Xzx— 5
¥ por consiguiente
ar . aM
ax ax ~ *

con estos valores, y suponiendo B, G, F, J constantes y escribiendo J =F p®, G=% E, la (37) se con-
vierte en

K x? 't
O = /C(Xx“—p-"iﬂ) dx+ § xp’jo (X—pzx)dx

v haciendo la integracion

s pi
0= ?(X—%Pl) +%xp’1[x——2; ]
de donde
: L4 10% 7
TH7SX g o
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para una seccién rectangular de altura h se tiene =% ;p*= {4 &* ¥ entonces suponiendo

{valor excepcionalmente grande) se tiene
Xel0l-2 bl

St se recuerda que 3 pl es el valor de X cuando se desprecian las deformaciones producidas por
elesfuerzo de corte, se ve que la influencia debida a tales deformaciones es bien pequenia respecto a la
debida al momento de flexidn, y en la mayoria de los easos puede despreciarse. Sin embargo, en algu-
nos casos la diferencia es sensible; para una seccién doble T, p. ej.; de altura suficiente para que se
pueda considerar que ¢l esfuerzo de corte se reparte uniformemente en la seccidn Fr del alma verti-

h h h
cal, se tiene Y = FI-, mientras que @ tiende al limite 7; suponicnde ¥ =23; @ =T v --t;-—=-§ la’

(38) nos da
X105 -2 pl
32. EjemrLo [11.—Viga horizontal imperfectamente empotrada en los extremos.—Determinacion de
las reacciones de empotramiento.—Con los simbolos ya adoptados para este caso de flexién en el MN.° 38,
designando ahora con &y 3 las rotaciones producidas por el momento de flexidin en las secciones de

empatramiento ([), el trabajo virtual desarrollado por las reacciongs de imposta A, Mgy , B, Mp en
la deformacion supuesta, queda dado por la expresién

L=Ms a+Mpg—DBa

Llamando Rj la resultante de todas las cargas que solicitan la viga, M; su momento respecte al
extremo B, ¥ tomando en cuenta las ecuaciones de la Estética

(39) AYB—R =0 = Ma+AI—M —M, =0
ls expresibn anterior puede escribirse también
(40) L=A(!B+yw)+Ma(e+g8)—Riyp—MS§Z

Para determinar A y Ma se tienen entonces las ecuaciones de condici6n

V="t =8+ =
CftM aM T T AT
=] — X
-[,EJ ga 1t / GF aa 9%
(41 .
Lo O _ ~
Sam, " T A=
IM,,""MdII v, T a7
=1 Ry am, ET T GE am, 4F

{1y Como en este estudio se teman en cuenta también las deformaciones producidas por el es-
fuerzo de corte, las inclinaciones de jas tangentes extremas de la elastica son distintas de & yﬁ. ool
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Llamando Rx la resultante eorrespondiente a la seccién S de las cargas que actiden en el trozo AS=x
de la viga y con M, su momento respecto al baricentro de la seccibn S; el esfuerzo de corte Tx y el
momento de Aexién My, para dicha seccitn pueden expresarse entonces como sigue:

Ty =A—Ry My =M;+A. x—M;
Yy entonces
aTx ) aTx
aA aM,
aMy 8 M,
aaA "~ aM,

con lo cual las (41) se transforman en

{ My +Ax—-My { ARz
[8+ys = —zxdx + X-map—rd:r.
-,D

o EJ
(42) + 8 I My +A-x—My
= B x
c ) EJ

Supengamos homogéneo ¢l material, por lo tanto, E y G constantes; admitamos en seguida para
mayor generalidad que la viga sea de secci6n ligeramente variable, y apliquemos como aproximacién
la teoria de la viga prismética; indiquemos con Fo ¥ Jo =Fo p* el drea y el momento de inercia de uns

E
determinada seccitn transversal,y pongamos J =i J,; F=1{'Fo ¢ =f(~;~p‘; entonces las (42) pue-

den escribirse:

EJo (! Mo | gz al [ P
Jo (18 + va) = AL‘, st [ grasre | -
My 1 Rxdzx
@3) *j,, ‘T”*“%"“}”
L .]o(a‘{‘ﬁ)— A . 3 + A . ) X - . 3 dx

de las cuales se deducen en cada caso particular los valores de A y M, ¥ por lo tanto, de las (39)
los de B y M.

De este caso generalisimo de flexidn se deducen inmediatamente todoes los otros correspondientes
a otras cordiciones de zpoyo de la viga.

33. EyempLo 1V.~Viga continua (1).~~Ecuacién de los tres momentos—Reemplacemos en las

{43) A por su expresion en funcién de My, obtenida de la segunda de las (39) y manteniendo el mismo
significado de los simbolos ya dados en el nimero precedente, pongamos para simplificar:

He= I[M’ pry | l(-«M’ R “}
WTI T F xJ l,dx+\¢'.ﬂx . x] Y

[

(1) C. Guidi, Sulia teoria della trave continua, «Memorie della R, Ace. delfe Scienze di Torinos,
1890, Otra solucién de la viga continua puede cbtenerss de} teorema de Maxwell (v. . 40 b).
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osea, llamando T, y M, las solicitaciones Ty y My para la viga simplermente apoyada en los extre-

mos
1 ! Mo t  To )
= . X ———
H [ 3 xdx-f—#«[o b, dxf

l - o -
i M
H'= [ ° dx

(44)

&

Con esto, y dividiendo el primer miembro de las (43) por [, éstas se convierten en

! ¥B 3 M, i x(l—=zx) ! xdx

Mg fx’d+ t ydx H
TG {, o oA ST

) My [t {—zx Mg [T x
46) EJof{a+p8)=— dx + eda+H
rl, ¢ U

{45)

Restando en seguida la primera de la segunda se obtiene:

‘B M ’.f f—ax ) '-l dx
PR RS P
SO

i e, e o
(47)
Mg Lx (I—x) t ydx
. — 2 ' H
+ ”o —dx ¢jo - }—}-H

Consideremos abjora dos tramos sucesivos f,, §» de una viga continua, y conservando los mismos
simbolos ya adoptados anteriormente, v designando por ¥; la rotacién correspondiente al apoyo
C; producida por el momento de flexion (1), apliquemos la (45) al tramo f;, con lo que se obtiene:

fa — Vi M, i b ox(l,— L d
S e

[ o 3 e &
(48) M. /'z, - ) [h cds ,
T + 1, X4y !, y - H,

mientras que la (47) aplicada a tramo £, nos da

X3 Nz M. .[:l (iz—*:c)” . xdx
E Ja (’)‘z"' I;_ T s dx+y¢ : 0,— +

24 J

M, [t, t(h—x) boydx

(1) En este estudio se tiene en cuenta también las deformaciones producidas por el esfuerzo de
corte, ¥ por lo tanto, la elistica presenta una discontinuidad de primer orden en correspondencia a

(49)

4+ HAH,

oy
un apoyo; en efecto el—d--z— = Gll; T del N.» 95 sufre un salto brusco. aunque no varie F. Resulta

que la elastica presenta un punto de 4ngulo en el apoyo, 0 sea dos tangentes distintas, cuyas inclina-
ciones no hay que confundir con la rotacién Y.
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Surnando las (48) y (49) se abtiene la ecuacién de los tres momentos en su forma mis general,

O s¢a
‘\/1 it x([l_z) 7 [11 de [ "l P
J_' [ , 3 JJ{-—|#J o J"l‘h’l?[l: J "Mdr—i_
N ! L 1
1 xd.xi { 2 (-’—_m_r xa:c ]J
(50) +¢.1/o a’}+ L ” "'a"wd - ‘b’ "
"l . .
ce )
l: I; J

"l !
/ Mo xd}:-l—z}fl‘ xTo d:c]
§ Jo d"

/El-\—/l-o—(tz—.x)d.r— ; "TO )
Ve @

B
Si la viga es de seccitn constante se tiene =3 =1, % = cte. y haciendo también—a- =512 (50)

después de hacer la integracidn se convierte en-

f 2 2
WML 1—15.2 4 +2(z,+fz)Mz(|+-'fﬂ” x|+
{ L 1 LL "
(3% +sz3(]ul‘3 fp' x):—-b(H,+H,’—-H2)+'
'\—'1 Vi ¥y
4+ 6E SR AR ST
(= .

¥
en la cual, por ser/ T, d x = O debe ponerse:

Jo

(53)  H. o+

"l
j Mo (L—a)dx
o

La primera integral representa el mormento estitico de la superficie de momentos, o sea del diagra-
ma de los momeritos M, para el primer tramo, respecto a la vertical del apoyo izquierdo. La segunda
integral representa la cantidad analoga para el segundo tramo, pero respecto a la vertical del apoyo
derechio.

Para una carga uniformemente repartida de intensidad p se tiene

{ I
[ M(>Xdu"i=/ Mo(!—x)a’x=.§.%pi’.[...£_=‘§11p14
. [ . il .
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tuego

Hl’ + Hz"'-Hz = EII()DI [13 + P: zzJ)
para una carga concentrada a las distancias a v 6 de los apoyos se tiene:

i1
| Mozax= 200
Jo !

L

[{ —Jziv——_lq(-'—['---—a ) ] =i Pa(lr—a

vy analogamente:

!
[ Mo (l—x)dz=4Po (it
[e)

por consiguicnte, para un conjunto de cargas concentradas

Ho+ H/—H. =} [ z P,f{%f:i‘_‘_’) + TPeL j“i)]

Entonces si la viga continusa es de seccidn constante ¥ estd cargada simultineamente con cargas
uniformernente repartidas y cargas concentradas, la {52) se convierte en
'
e X)
_Z Pa (li—a?) zPbh (1,>—b%)

z [ e o p ) O E) (W—I_ ““ —3"[_1’)

F i 2 f
l;M,[l——IS;7-x]+2(€,+Iz)lel+-1{— £ x)+le3kl—15

(54) et

Si la altura de la viga es pequefia respecto 2 la longitud de tos tramas, los términos multiplica-
2z 2 2
dos porF R fl— k!p?se hacen despreciables al lado de la unidad, o sea: en la determin acion de los
Fohly F :
momentos en los apoyos pueden despreciarse las deformaciones producidas por el esfuerzo de corte
al lado de las producidas por el momento de flexibn (1)

§ 2. DEFORMACIONES

34. EI desplazamiento 8y, del punto de aplicacién de una carga cualquiera P
en la direccion de P, se deduce inmediatamente de la {(31). haciendo Py =1 y anu-

(1) Para las vigas de enrejado maltiple se har en las formulas precedentes, conforme a lo que se
ha indicado en la nota de la pag. 5.

2§10 i

nwo @o

x =1 ¥ =

y en las (52) se pondra

12 V?._i

nw [P

novez de 53y,
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lando todas las otras cargas v las cantidades X estéticamente indeterminadas. In-
dicando con C; v con N;, M, T: las reacciones de apoyo y las solicitaciones corres-
pondientes 4 tal condicion de carga, v atribuyendo a los desplazamientes los valores
correspondientes a la condicion de carga efectiva, suponiendo ademas que la varia-
cién de temperatura sea uniforme, ta (31) nos da

6m+EC,Ac:j N’E\Ids. M. Mds
=T J EJ
55 T, Tds
I +}x 4 +ja:N,ds
O también observando que
g,—__ac, . N,= BN_.., M, = . M T,:i
& Pm dPm 0 Pm 8 Pm
se tiene
dm + % w_a_g.,ﬂc:v/_N_ oN —ds MhA_ ih_/l_-d‘s—’»
AP EF 4Pm EJ a Pm
(56) '
.1_[ T__".Ld +’ ar N s
GF 6Pm . Pm

Para apoyos absolutamente fijos o méviles sin frotamiento desaparece el trabajo
de las reacciones: si se anula también la variacién de temperatura resulea sencilla-
mente

57 Sy = ——
57 m=

o sea, ¢l desplazamiento del punto de aplicacion de la carga Pm en la direccidn de Py es,
en estecaso, igual a laderivada parcial del trabajo de deformacion respecto o la carg (1.

Si en el punto de la estructura cuyo desplazamiento se busca no hay aplicada
ninguna carga exterior, se aplicard una carga ficticia cualquiera P en direccion del
desplazamiento buscado (contenida en cada caso en el plano de las fuerzas), v en se-
guida, se Ia hace igual a cero.

Al calcular el desplazamiento & con le (56) hay que recordar que no sélo las car-
gas P, sino también las cantidades X pueden considerarse como variables indepen-
dientes, v por lo tanto, cuando se diferencia respecto a una carga P se pueden consi-
derar las X como constantes.

35. Recordando que el trabajo de un par queda medido por el producto de su
momente por 1a rotacién que experimenta la seccion en que estd aplicado, se obtienen

{I) Castigliano, 1. &
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inmediatamente expresiones analogas a las (55), (56) v (57) para la rotacidn g que
sufre la seccibn transversal en un punto dado m del gje del sélido, a consecuencia de
la deformacién; y precisamente

NN ‘M. Mds
SCac= | NN Mds
om + ¢ } N
(58) ©
‘I"/x 'le—S +jatNxds
GF

enque C;, Ni, M., v T: representan las reacciones de apoyo v las solicitaciones ge-
neradas exclusivamente por un par de momento igual a uno aplicade a la seccién cu-
ya rotacién se busca. O también:

[tpm+E agwAc= l BN de+ M,, 76M ds +
(59
-;-./ — S—i—f ,,?,,Nids
{ 1_\ a.l'\/im a!l\/fm

y si el trahajo producido por las reacciones es nulo, y si es nula también la variacién
de temperatura

aL

(60)

en las cuales M, representa el momento de un par real o ficticio, que tiende a produ-
cir la rotacién gn; en el punto considerado.

La (60) expresa el teorema:

Si L.=0, t=0 la rotacién pm de una seccién transversal del sélido en el sentido del
momento My, de una pareja aplicada a él es igual a la derivada parcial del trabajo de
deformacién respecto al momento.

36, EyempPLO | —Flecha de curvatura de una consola —\Una viga horizontal AB de largo { encas-
trada en B estd cargada por una carga uniformemente repartida de intensidad p y por una carga
concentrada P en el extremo libre A; se pide la flecha f de qurvatura, considerando el empotramiento
perfecto, y pur lo tanto L =0Q. De la férmula (56) se tiene

(61)

en fa cual hay que poner, para una seecién a la distancia x del extremo libre

M=-—pPz— ¥
2

T=—P—p=x
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y por consiguiente

amM aT
= X = —

ap P

con cuyos valores, suponiendo, como en el ejemplo del N.¢ 31 que E, G, F, | son constantes, y po-
niendo ] =F p*G=28 E la ecuacion (61} se convierte en

" 3 i
(619 _a"=~E1—J--%/O{Px"-’rfg—]du‘;-l—gxpzf (P+px)dxt
v efectuando la integracion
L 1 p’) el f p*\%
(62 = 2 Y i P B 10—
o EJU( 2 X gl )

Si no existiese la carga P, convendria para la determinacion de f hacer use de la ecuacién (36}
suponiendo la existencia de Py suprimir después en la (617 los términos en P.
Aplicando el teprema de los trabajos virtuales no es necesaria esa suposicion. Se tendré en efecto:

M=—1.2 , Ti=—1

M _p;z . T=—px

y por consigulente, la misma ecuacién (61") sin los términos en P.
Si la longitud de [a viga es grande respecto a @ la deformacién debida al esfuerzo de corte resul-
ta despreciable al lado de la producida por el momento de fexidén, como se ve en la férmula. (61).
Para el caso de momento de inercia J variable conviene introducir en la (01) su expresidn en
funcién del momento de inercia de la seccién de empotramiento.

37, EjemeLe 11 —Viga horizontal empotrada en un extrerno.—Determinacion de la inclinacion
del extremo libre —Se pide la rotacién de la seecidn del extremo libre de la viga considerada en el
ejemplo precedente, o sea ¢l dngulo 3 que la tangente en el extremo libre de la elastica forma con el
¢je primitivo de la viga. Con este fin supongamaos gue esa seccidn esté solicitada por el momento
—M de un par ficticio.

La ecuacién (59) nos da:

K ot .
(67) o= | MMt | T 8T
Jo ] oM T Je" GE oM

en la cual, para una seecibn a la distanciz ¢ del extremo libre se tiene

M=M—~P 1—-p§ . T=—P—px
y por lo tanto
oMo, 0T _g
aM oM
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con cuyos valores la (250} se convierte en

o
EJ

[2
4+

1 ! px*
(F:—_/‘ M+Pr+ 7—7)a’az=
EJJo 2 2 6/

o

{M I+P

v haciendo M =0

[* bl
= . ! P L
¢ ZEJ( T ]

38. EjempLo 111.-—Viga horizontal imperfectamente empetrada en los extremos.—Lecuacion de la
eldstica—Para determinar el descenso v, del baricentro C de una seccidn cuakjuicra gue dista a ¥ b
de las secciones extremas izquierda y derecha en la viga ya estudiada en el M. 32, hagamos la viga
estiticamente determinada suprimiéndole los empotramientos; y anulando toda otra carga aplique-

b
mos en C una carga concentrada vertical iguata 1. Esta da origen a las reacciones de apoyoc Ar=1- 7

a . - . .
yBi=1. 5 - designando cont M; y Ti el momento de flexién y el esfuerzo de corte producidos por
tal carga en una seccibn cualquiera de la viga, se tienc para una sececidn comprimida cualquiera

b b
entre x=0 y T=g M, = —_x . T, =

entre x=a y x=I M1=%—(f,——-x) T, = — —

La ecuacién de los trabajos virtuales correspondiente a esta condicion de carga y a los desplaza-
mientos efectinos, o sea correspondientes a la verdadera condicién de carga, ecuacion gue nos da la
otdenada y. de la curva elastica, es segin la {55)

u ['I M. M [f T.T
= Y g+ o d
Ve i%:) 1o B A 'jux GT X

a sea, introduciendo para My v Ty sus valores:

“a UM (I— o
Ve = b/ M= s +_f’._/ MU= e if x _'I;:__dx,_
[

tfe EJ i Je  EJ ! G
a ! T a
—_ —..dx+ —1
l_faxGF ;e

La seccibn C es arbitraria; por lo tanto haciendo en esta ecuacién a=x, b={-—x, v = s¢
obtiene la ccuacién de la elastica

{ .y {x ‘1 — — *
yzi,.i ,h;{_gf.dx+ sl E\A(l *) dx + . [xx T dx—




68 Anales del Instituto de Ingenieros de Chile

Cualguiera que sea la naturaleza de la carga que solicita efectivamente la viga, empleando las
notaciones ya adoptadas, v siendo ademis T, ¥ M, ¢l esfuerzo de corte v el momento de flexidn que
existirfan en la seccidn que dista x del origen de coordenadas para el caso de viga simplemente apo-
vada (y porlo tanto Ma =Mp =0), se tiene

Mp — M,

M =M, +M, +. Mo — My

— X T=Ts + e

y entonces la ecuacion (64) con las notacicnes del N.° 32 se convierte en

y = Hx{ Mo part Mo syan s
1, s

E Jo
— x Ja— Il —x )2
+.Mf,§l 1,[ x (i x} gt {(l ) dx$+
t Lo, # . !
(©5) (4 Me {1 J«[x___d +_ ~‘>a-x';+
! { &
x x 1
S S
0 a ! o ¥ i, ¢
.
] ¥e

Esta ecuacion se aplica también a un tramo cualquiera de una viga continua, reemplazando My,
y Mp por los momentos sabre los apoyos izquierde v derecho del tramo.

39. TEoREMA DE MAXWELL.—Sean A; y A, dos puntos cualesquiera de un sis-
terna elastico plano en el cual las reacciones de las ligazones no producen trabajo y
la temperatura no varia, Apliquemos al punto A, en una direccion arbitraria A,B,,
pero contenida en el plano del sistema, una {uerza igual a 1: eila producira en el sis-
tema total ciertas fatigas o; ¥y = y un desplazamiento del punto A,, que medido en
cierta direccién, contenicla en el plano del sistema lo representaremos por 8. Apli-
quemos ahora la misma fuerza 1 al punto A, en la direccién A.B, vy designemos con
e. ¥ 7. las fatigas que se producen y con §. el desplazamiento del punta A, en
la direccion A.B:. Introduciendo en las ecuaciones de los trabajos virtuales corres-
pondientes a estas dos condiciones de carga, las fatigas correspondientes a una y las
deformaciones correspondientes a la otra, obtendremos segin la ecuacién (30):

) a; Tz T Ta
I /_E - dv+ [ G“" dv
b= 7T det [T 4y
= G

resulta entonces el teorema ya demostrado en el IN.» 22 para las vigas enrejadas:
El desplazamiento de un punto A, en la direccidn A:B: producido por una fuerza 1
aplicada @ un punto A; en la direccion A.B; es igual al desplazamiento del punto A,
en la direccién AB, producido por la misma fuerza | aplicada al punto A, en la di-
reccién A.B.:.
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Como la rotacién ¢ que sufre una seccidn por efecto de un par de momento 1
queda medida precisamente por el desplazamiento que sufre el punto de aplicacién
de una fuerza 1 a la distancia 1 del centro de gravedad de la seccidn, tenemos que
del teorema enunciado pueden deducirse los siguientes, que ademis pucden demos-
trarse directamente con facilidad.

La rotacidén de una seccién A, en un seniido dado C.[). producide por un par de
momento | que actiia er la seccidn A, en un sentido dado C.I), es igual a la rotacidn
de la seccion A, en el sentide C,D, producida por el mismo par I actuando en la seccién

Ax en el sentido C.D,.

El desplazamiento de un punto Ay en la direccidn Ay By producido por un por | que acttia en una
seecion Az en et sentido Ca Py es igual a la rotacién de la seccién Ag en el sentide €y D, producida por

una fuerza | aplicada al punto A, en la direccién Ay By
La rotacién de una seccién Ay en el sentido Gy Ih producida por una fuerza I aplicoda en Az en
la direccidn Ay By es igual of desplazamiento del punio Ay en la direccién A, B, producido por un

par 1 gue actiia en la seccién A; en el sentido C, Dy,

40. APLICACIONES-—a} Viga apoyada en los extremos: linea de influencia del desplazamiento de
wun punte.—Se pide la linez de influencia del despiazamiento de C en la viga AB (fig. 18) apoyada en
los extremos, o sea, la curva cuyas ordenadas medidas en la vertical a plomo de una carga unitaria
mévil den el desplazamiento del punto C.

4 ¢ ¥ o g 8
= L & = :
: o ; :
iy ¥ - 3
TN,
' ‘?’ﬂ 2 z" : :'
F .. ' ; :
4 : l 3 : ’
’ b s Tar !
e

Fig. 18 ' b s
e l/
Fig. 19.

Apliquese en C la carga unitaria y constrityase la curva elastica correspondiente a la viga, to-
mando en cuenta si es preciso, la variacién de la seccién transversal de la viga v las deformaciones
producidas por los esluerzos de corte. En virtud del teorema de Maxwell esta curva eléstica es la li-
nez de influencia buscada. En efecto, si la carga ! en C hace bajar un punto cualquiera D en la can-
tidad 7], la misma carga colocada en D haré bajar a C de la misma cantidad, o sea de 7).

b} Viga continua con apovos eldstices. —Para fijar lus ideas consideremos una viga continua de
4tramos (fig. 19) y sean 8y, 8, &; respectivamente los sentamientos elisticos de los apoyos interme-
dios producidos por una carga unitaria que actua segiin su. eje geométrico. Suprimidos los 4pOy0s
intermedios y construidas graficamente las curvas elésticas (tomando en cuenta la variacidn eventual
de la seccién y las deformaciones producidas por el esfuerze de corte) correspondientes & una carga
unitaria que actiia sucesivamente segin las diversas verticales de los apoyos suprimides, y emplean-
do las notaciones de la figura, las reacciones C de los apoyos intermedios producidas por una carga
unitaria real que ocupa ura posicién cualquiera queda dada por las siguientes ecvaciones lineales,
ya que efectivamente, sobre la viga act(an las fuerzas 1, Cy, Cs, Gi:
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T _'CxT]xI‘—_Cz 7]2=—‘“C Mt = aer
o Cone— Ca e — Cy = 8 C.
N C( ez = Cz Tz ™ CS N3 = 63 c:3

O sea

o ( A ~E Gy ) + C. far CJ Mo =T
C, N2 +- C, (7}':; + 5:) + CJ M= =
C. Mz + G, Tas + Cs (7)32 -+ 53) =Nz

En seguida se tiene segdn el teorema mencionade Mma=Tjnm-

Las ecuaciones anteriores pueden uplicarse también al caso en que los apoyos intermedios estén
formados por Aotadores. Llamando F la seccidn Horizontal del Aotador, supuesto prismitico, y v el
peso especifico del liquido, se pondra

vFé=1

de donde

Es interesante observar que de las diversas curvas eldsticas (tantas como apoyos intermedios)
que conviene trazar con este método, s6lo requieren una construccién distinta las dos extremas,
o0 sea las correspondientes a la carga unitaria que actva segtn la vertical del segfmdo apoyo y alacar-
ga unitaria que act(ta segiin la vertical del penniltimo apoyo, o s6lo una de ellas cuando la construc-
cibn es simétrica. Fjsta propiedad no carece de importaﬁcia, ahorrando no poco trabajo, y merece
por lo tanto una breve demostracion (1).

Sea AB (fig. 20) una viga continua apoyada de cualquier modo en los extremos AyB Yenlos
puntos intesmedios Cr,.. - Cr... Cn. Imaginemos suprimidos todos los apayos intermedios y cargue-
mos la viga AB de longitud ¢ con una carga 1 aplicada en C,, ¥y construyamos con los métodos co-
nocidos la elastica (tinea de puntos en la figura) debida exclusivamente al momento de flexidn, to-
mando en cuenta fu variacion eventual de lu seccidn transversal de la viga, agreguemos después,
en la forma conocida, u las ordenadas de esa curva las debidas al esfuerzo de corte; se obtiene asi
la eléstica final A, Cy B, dibujada de linea llena, que presenta un punto angulosc en C;' sobre la
vertical de la carga.

*  Anflogamente se construye la elastica A’y Cn By, producida por la carga 1 que uctGa en la ver-
tical del apoyo Cp. Si la viga es simétrica, tal curva es, evidentemente, simétrica con la primera, v
no necesita por lo tanto una nugva construccién

Sentado esto supongamos que se quiere la elastica producida por la carga 1 actuando seghn la
vertical del apoyo C,. Podemas considerarla como et conjunto de dos curvas elasticus Cr” Ar y
C By correspondientes a dos vigas empetradas oblicuamente en correspondencia a ka vertical de Cr

v libres en el resto, solicitadas en los extremos por fuerzas verticales dirigidas hacia arriba, iguales res-
.
. X Ly . . - N
pectivamente a i-- FL yl. ——I—smndu x; ¥ &'> las distancias de la vertical de C, alaverticalde Ay

a la de B, respectivamente. Hagamos shora una interpretacitn analoga de las dos ramas N'Ap ¥
M’ B, (pertenecientes a las dos curvas elasticas trazadas precedentemente) situadas respectivamente
alaizquierda y a ta derecha dela vertical de C,, resulta evidente que debe existir afinidad entre las

x'y x
curvas Cc” A, YA, vias G Br y M'By enla razén - 4'-‘-- v o " . ¥ esto es valido no sélo para las
x

n X1

{13 €. Guidi Sul ealeolo della trave continua, <[] Cementos, 1908.
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Fig. 20

curvas elasticas finales, sino también para las de puntos en la figura, debidas sélo at momento de
flexi6n. Si se trazan entences por los puntos M y N las tungentes a las curvas elasticas primera y
ultima, debidas s6lo al momentc de flexién, de manera que se tengan en las verticales de B; v Ap
las ordenadas B, By =%y An A'n =%, v se toma
xr’ .
Ar Al =g - = ¥ Br Brfzﬂll"—— =’

n Xy

la recta A" B,’ sera la tangente en (" a la elastica A, C B, debide s6ic al momento de flexién.
Con las razones de afinidad indicadas ¥y comando las ordenadas desde esta tangente se pueden tra-
zar las dos ramas Cr” A, &' Be; no falta més que aplicar hacia arriba, a partir de estas curvas, las
ordenadas que representan las deformaciones producidas por el esfuerzo de corte, lo que se hace mul-
tiplicando todavia las ordenadas cOrrespDndlentes por las razones de afinidad mencmnadas, com-
prendidas entre las curvas (llenas y de puntoa en las figuzas) descritas precedentemente.
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Tracemos por M’ y N las tangentes a las curvas elsticas finales (primera y Gltima) hasta cor-
rar en D y E, respectivamente, a las tangentes ya trazadas; proyectemos verticalmente estos puntos
en D' v E' sobre A/ By’ ¥ tomemos en seguida

!

CrCe? = MM = NN

Xy xn’

las rectas E7 7, [ €, serén las tangentes en el puntoanguloso C, dela cléstica final. Refiriéndose
a estas tangentes, puede evitarse el trazado preliminar de la curva Ac C/ B,, acondicién de que los
puntos de iqterscccién [} y E se hayan determinado con exactitud suficiente, Lo gue requiere especial
cuidado, en vista del angulo pequefio con que se forman esas intersecciones. Si la seccidon transversal
de 1a viga, en lo que respecta a la resistencia al esfuerzo de corte, gs o puede considerarse por aproxi-
macidn como constante, los puntos [ y E-caen sobre tus verticales de B y A, como es facil verlo, ¥
quedan bien determinades, por consiguiente (1.

£n el ejemplo de viga continua con apoyos elasticos desarrollado aqui se han sypuesto fjos los
apoyos extremos, lo que puede admitirse en la mayoria de los casos practicos: vamos a indicar sin
embargo, qué modificacién sufre el desarrolle cuande los apoyos extremos ceden elasticamente tam-
bién. La Gnica variante consiste en el hecho de que las ordenadas extremas de cada una de las curvas
elasticas producidas por 1a carga unitaria colocada sucesivamente a plomo del ler., 2.°,... apoyo
de la viga, suprimiendo los apoyos intermedios, no son ya nulas sino que tienen ciertos valores cono-
cidos, estaticamente determinados. Llamando 34 el acortamiente producido en el pie derecho A por
una carga unitaria gue actla segln sueje, vy dando anilogo significado al simbolo &p. se tiene, p. €j.,
para la curva elastica r ésima, producida per la carga L_,mitaria' colocada a plomo del r ésimo apoyo,
que sus ordenadas extremas tienen en A y B los valores

iy x
Eaov g

respectivamente. En el resto queda invariado el estudio, ¥ las ecuaciones que determinan las € son
siempre las mismas, en las cuales fas 1) van contadas a partir de las nuevas curvas elasticas funda-
mentales definidas como se ha dicho ahora.

Se habra observado que en este ejemplo las reacciones de apoyo de la viga producen trabajo;

\
‘pero esto no excluye la aplicabilidad del teorema de Maxwell, por cuanto que el sistema elastico a

Gue se refiere no estd limitado a Ja viga, sino que incluye también sus pies derechos elasticos, de cuya
presencia se puede hacer abstraccion gracias al agregado de los términos ¢; Cr.

41. Atribuyendo diversas posiciones a la carga unitaria real, v Hevando sobre su vertical el va-
It de cada C a partir de una base, la linea que une los extremos de fas ordenadas correspondientes
auna Cdada representa |a tinea de influencia, o sea la ley segin la cual variala C cuando se mueve
la ' carga.

! Pero si s6lo se quiere tener la linea de influencia de la reactidn de un apoyo determinado, se
pulede seguir este otro camino. lmaginemos suprimido el apoyo en cuestibn, aplicando en su lugar
upa carga unitaria, y después de Ruber determinads con las ecuaciones de M axwell arriba indicadas,
las reacciones eorrespondientes de todos los apoyos restantes, CoNstruyamos la curva elistica de la
viga para la solicitacion hipetética mencionada; en virtud del teorema de Maxwell esta curva es la
linea de influgncia buscada. En efecto, indicando con 7] la ordenada de tal eurva, medida et la verti-
cal de una carga unitaria en una posicién cualquiera, con Cy la reaccion gel apoyo en cuestién, y con-
servande para e ¥ 8, sus significados. debe tenerse

(1) En efecto, en ese caso las deformaciones producidas por el esfuerzo de corte son proporcio-

iz
nzlesaxo seair =cte. lo que exige la condicién indicada arriba.
X .
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21— Cr nrr = 8¢ G

de donde
Cr=—"
frr +
v si el apoyo {uese rigido
c =1
Irr

En uno v otro caso la elastica representa [a linea de influencia de Cr a la escala %, +8=1 0
también ¥ =1.

§ 3. SISTEMAS COMBINADOS

42, En la practica se encuentran muchos ejemplos de construcciones metélicas
o mixtas {madera v fierro) compuestas de vigas solicitadas a traccidn, flexidn y es-
fuerzo de corte, unidas y reforzadas por barras solicitadas exclusivamente por esfuer-
zo axial; 0 sea, sisternas que participan del tipo de viga de alma llena y de la viga
enreiada Pertenecen a esta categorfa de sistemas: una viga armada, un arco meta-
lico para techo reforzado, p. ej., con una cercha Polonceau, ete. Las ecuaciones de
condicién que deben satisfacer las cantidades X estaticamente indeterminadas para
estos sistemas combinados son:

e

SCac= Nldﬁ/.ﬁf.‘f ds+ xTTds+/atN’d.?+
5'Ss ! )
. —+Zars
T2 EF *

o bajo otra forma que las comprende a todas

_aL,z ’_N_a_N_ ds+ —M_ iM._nds—F ka.aI._dsq_
aX EF 84X EJ X GF aXx
(¢0) ' S 45 as
3 p o
i ds 43 res — +Zats - —
te TEEE uX 'y

43, ByempLo |-—Viga armartea con dos manguetas—L.a viga AB (fig. 21) armada con tres tirantes
1, 2, 3 de longitud s, sy, 5 respectivamente, y dos mangustas 4y 5 de tongitud k' esté cargada en
una forma cualquiera y ligada en forma estiticamente determinada, p.¢j., conrotulaen Ay apoyo
simple en B.

Representemos con Sy, 5,.... 5, Fy, Fy,... Fj los esfuerzos y las 4reas de las secciones para las
barras de la armadura; con N y M respectivamente el esfuerzo normal y el momento de flexidn para
una seccion transversal cualquiera de la viga AB, cuya 4rea designaremos con F. y con &l momento

4
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Fig. 21

de increia respecto al eje de flexion representaremos con N, y M, los valores de N y M cuando la
viga no tuviese armadura, Finalmente, indigquermos con E, E;, E; respectivamente, los modulos de
elasticidad normales de los materiales de la viga, los tirantes ¥ las manguetas, y con &, &; los coe-
fictentes de dilaracién térmica para los tirances y para las manguetas.

Considerada como cantidad estaticamente indeterminada la tensidn X en el rirante 2, y emplea-
de las indicaciones de la figura, las solicitaciones N ¥ M quedan expresadas como sigue: ().

g, = XS S =X S, =X b S, =— ko
i i i
g =X h—Fs
B {2
N = Nr\ —X s M = MU == X,\'

Las deformaciones producidas en la viga AB por los esfuerzos de corte son despreciables al lado
de las preducidas por el esfuerzo normal Ny por el momento de flexién M. Ademas, si todas las par-
tes de la viga sarmada [uesen del mismo material, 13na variacion uniforme de temperatura no produ-
cirfa evidentemente e:fuerzos interivres; en cambio, si la viga AB v las barras de 1a armadura son
de material diverso, como p. ej., sila viga AB es de madera, los tirantes de flerro y las manguetas de
fundicién, una variacién de temperatura alrera sensiblemente las longitudes de las barras de la ar-
madura, e insensiblemente fa de la viga AR, lo que produce variaciones notables en el régimen de los
esfuerzos interiores. En tales condiciones ta (66) se convierte en:

L T
R RENTEA P 3._[ MM et
EF 3% EJ |, @x

Jo

S5s a5 a5
— o

S =0

O sea

J ,
poniendo p?= F—se obtiene de ésta

{1) En algunos casos puede resultar Gril el agregado de otro tirante oblicuo en el pafio central,
para unir el extremo de una mangueta con el pie de la otra. En este caso la estructura presenta do-
ble indeterminacién; para su cllculo véase nuestra publicacion: Cafeoli di stabilitd delle scale meta-
tliche aeree Viarengo, Turin, Bertolero, 1898,
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(67)
L L :12 z h— h_-

/7 ’ No dx+ | Movdx—E]! e _+-51+i3'_‘]__azhll hﬂﬁ— —@)l
IR . L I | L L l

B - 51 &2 558 w
2L rdx+E ( S RN
P -I-[ vidx J AT T i

A
en la cual
—ho : o
v = fig + — B para el primer pafio
T
y=nh > » segundo »
, h~h » » tercer >
ve=ip+ T2y
Ly
¥ por lo tanto
. b . h=hg
Mo v x=ha Mg & 2+ Mc, xrdat+ h Mna:', +h; T\/Iot x4+
5] o) -

+- Eﬁ[ Mg x;d x,

!
!

L 2 AL ; 3
/ .«=2d;¢=i z:§1+h—°+(ﬁJ ( +3L+4k SI+-"‘:3-+.}31)
Iy 30 R Lhiy i hoooq

Si Jos panos extremos son de igual longitud /i, como pasa ordinariamente, v si [os tirantes tienen
la misma seccién Fy, ¥ las manguetas son lo suficientemente cortas para poder despreciar su defor-

macién elastica v térmica, vy es nula la excentricidad de la union de los tirantes extremos, lo que es
recomendable, (h,=h;=0) se tiene mas sencillamente:

(68)
L ! 1 -f, Af:, ” { 512
g Noda-th'—] Maxda+| Mo d’x_!-l-—-’ Mgxsd s —-EJati 2= 45,
! wl, L N2 g
e R £ i e e
2+ —— (2L 30) + £
ol = )+ F( el

Si la viga es horizontal v las cargas son verticales, desaparece la integral que contiene N,

44, Eyempro I11.—Viga armade con una sola mangueta-~Hagamos en las formulas precedentes
fe=25, =0 designemos con X la componente de la tensidn en los tirantes paralels a A B, y observe-
mos que la comprensién en la mangueta queda dada per la suma de las compresiones en Jas dos man-
guetas de la viga armada precedente ; entonces obtendremos ficilmente las (Grmulas correspondientes
a esta otra viga armada.

Con las hipétesis especiales del nimern anterior, y romando en cuenta lus deformaciones de la

27

manguete se fiene son lag indicaciones de la hg 27
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't ¥ 3 X
g M, xdx-i—/ Mg x’dx’—ZEJts[a;—Hu—a.z 7)
8
) X =3.2° { .
el 2l Bl T 0 B ]
( Ml TREE T TRE ®

Para una carga upiformemente repartida de intensidad g por metro corrido se tiene:

t o . . o
M, xdx—}-l Mo a’dx’ =2 {gl,x—g—a—lxdx‘—'ﬁgl
e a . T

[+

Para dos cargas P simétricas, a la distancia a del apoyo mds cercano se tiene:

1 Ki 2 3
/’Moxdx=’ Mox%x“=Pat~*PE—=AEElHL—w)
2 6 6

o Vo

.

por consiguiente, para ung carga repartida y para un conjunto de cargas concentradas se tiene, it

dependientemente de una variacién de temperatura,

4 2 2
(70) x o 28l +22Pa(38—a)
uhl

en la cual la letra 1 representa €l polinomic entre paréntesis del denominadeor de la (69).
E! desplazamiento del nudo central syperior se obtiene con el teorema de los trabajos virtuales.

Para una carga uniforme de mtensidad g se tiene:

1 ' Q)] !
l.§=2/ W dx=i— —g-x(ZI——x)*»Xix 2 odx
o E] EJ/, |2 ) 2
| hl*)
= .— | 5 gl .-
EJ 27 4 3

y reemplazando X por su expresibn

(70 5= _‘é%{ 1— ,,L]
B

*  ;Cuélseria la tensién que habria que dar artificialmente al tirante para andar el desplazamien-
to 57

(1) En la cual no aparece la integral correspondiente al ssfucrzo normal porgue N/ =0 prede
deapreciarse Iz integral oorrsspondiente al esfuerzo de corte
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Llamando X’ 1a componente horizontal de esta tensién y observando que ella produce en la

h
mangueta un esfuerzo dirigido Wacia arriba igual a ZX’wl—que ocasiona en la viga Horizontal una

flecha
3 ! x
axe o D XAt
! 48E ] 3E]}
esgribiremos
X'hiz o gl i )
= v7 l——
JE] EJt M
de dondc

X‘=,§,,qij ( 1--—,,],}
h u

y por consiguiente, la tensidn herizontal total del tirante es:

X4+X =5 9 b L+ 3 iiz,( 1] — 1,] =7 4

wh - i

BEn este caso el momento en ¢l apoyo intermedio es €} mismo gque se tiene para la viga continua
con tres apoyos a nivel; en efecto:

M=Mq (X4X ) h=bq (2053 .%f_ =g
1





